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ESTIMATEURS DE CALAGE ROBUSTES
AVEC POIDS CONTRAINTS

Pierre Duchesne!

RESUME

Nous considérons I'utilisation d’estimateurs de calage en présence de valeurs aberrantes. Une extension de la classe
des estimateurs de calage de Deville et Samdal (1992) reposant sur les estimateurs QR de Wright (1983) est obtenue.
Comme application, cette classe d’estimateurs nous permet de considérer des estimateurs de calage robustes. En
choississant une métrique adéquate, nous obtenons des poids robustes qui sont complétement bornés a un intervalle
spécifié a 'avance. Les estimateurs robustes considérés reposent sur des estimateurs avec un haut point de rupture.
Dans le cas particulier oli la métrique choisie est la métrique quadratique, I’estimateur que nous suggérons est une
généralisation d’une proposition de Lee (1991). Une breve étude de simulation illustre 1a nouvelle méthodologie.

MOTS CLES: Estimateurs de calage; pondération négative; robustesse.

ABSTRACT

We consider the use of calibration estimators when outliers are present. We extend the class of estimators of Deville
and Sarndal (1992) using the QR estimators of Wright (1983). As an application, this class of estimators allows
construction of robust calibration estimators. Using an adequate metric, we obtain robust weights which are
completely bounded in a given interval. We consider robust estimators with high breakdown point. When the metric is
quadratic, the suggested estimator is a generalisation of an estimator proposed by Lee (1991). A brief simulation study

illustrates the new methodology.

KEYS WORDS: Calibration estimator; Negative weights; Robustness.

1. INTRODUCTION

On s'intéresse au probléme des valeurs aberrantes en
sondages ou l'on estime le total d’une variable
d’intérét y dans une population finie. Lee (1995) fait
un survol des motivations, de la terminologie et des
développements entourant la robustesse en théorie des
sondages. Nous  privilégions  T'utilisation
d’estimateurs de calage en présence de valeurs
aberrantes. Avec une métrique adéquate, ils
permettent d’éviter le probleme de la pondération
négative, situation indésirable en pratique. Les
estimateurs de calage de Deville et Sdrndal (1992)
sont asymptotiquement équivalents & l'estimateur par
régression généralis€ (GREG). Ce dernier repose
essentiellement sur I’estimateur des moindres carrés
généralisés, et donc est sensible aux valeurs

1

aberrantes. D’un autre c6té, les estimateurs robustes
du total connus sont susceptibles d’avoir des poids
négatifs. Notre construction s’inspire des estimateurs
QR de Wright (1983). IIs suggérent une extension
pour avoir des estimateurs de calage robustes avec
poids contraints.

Parmi les premiéres alternatives robustes de
l'estimation du total plusieurs reposent sur les GM-
estimateurs. Cependant, beaucoup d’attention a €té
consacré a des estimateurs possédant en plus de
bonnes propriétés de robustesse globale mesurée par
le point de rupture, qui mesure le pourcentage de
valeurs aberrantes dans I’échantillon que I’estimateur
peut tolérer tout en donnant tout de méme une bonne
estimation d’une certaine caractéristique de Ia
population. Nous nous proposons de construire des
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estimateurs de calage moins sensibles aux valeurs
aberrantes reposant sur des estimateurs robustes avec
haut point de rupture.

2. ESTIMATEURS DE CALAGE ROBUSTES
2.1 Estimateurs de calage

Soit une population finie U = {1,2,..,,
dont nous désirons estimer le total L,

N} de taille N
=2y Yyx pour
une variable d’intérét y positive. On suppose que la
population est une réalisation d’un modele de
superpopulation ¢ tel que sous le modele y, et X;

sont reliés par le modele de superpopulation
Ve =B+ vie,, k=12 N, ou les £, sont

centrés en 0, de variance constante et non-corrélés.
On suppose que I'information auxiliaire est unitaire,
¢’est-a-dire que x, est connu de source sfire, Vk € U .

Considérons les estimateurs de calage du total t,

Iis
On cherche des

développés dans Deville et Sidrndal (1992).
peuvent s'écrire comme Y, w,y; -

poids w;, aussi prés que possible des poids
d’échantillonnage d, =1/7, mais en respectant les
contraintes d’étalonnage (CE) Y w;x, =1,, o0 x,

est I'information auxiliaire de total 1, Le

connu.
GREG est un exemple important avec les poids

Wi _dk{l+( m)lT-l-"k /Ck}7

5
on T, =73 dx.x;/c,, obtenu en minimisant la
L. . 2 N
métrique quadratique ¥ c; (W, ~dy) /dy, ou les
constantes ¢, sont des facteurs de pondération.
Puisque les poids-g g, = w, /d, du GREG ne sont pas

bornés en général, d’autres métriques sont proposées
afin de les borner pour qu’ils satisfassent certaines
restrictions applicables a la fourchette des valeurs
(RAFV). Ceci permet en particulier d’éviter la
présence indésirable de poids négatifs.

2.2 Estimateurs QR et estimateurs restreints QR

Supposons que nous disposons des constantes g, >0,

20, VkeU. Les estimateurs QR de Wright sont
définis a partir des constantes g, et r par la relation
tQR =t'B e 25kl s B

p une forme
ponderee par les g,

ou admet

~

-1
Bq = (zquxkxli) quk'xkyk >
B,

(2.2.1)

ol ¢ =y, Le GREG est un estimateur QR
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obtenu en posant

(qk,rk):(d,\/ck,d,\) Les
estimateurs QR sont des estimateurs de calage obtenus
de la résolution de la minimisation de la métrique

quadratique suivante sujet aux CE

(o =n)

4k
Ainsi les poids w, sont choisis aussi prés que possible

min— 2 stelque 3 owix, =¢t.. (2.2.2)

des r. sujet aux CE et les g, sont des facteurs de

pondération. La solution au probleme (2.2.2) est

~ N L
wy =n o+ (tx - r_r,) (qukxkxk) qp Xy -
Cependant, rien ne garantit que les poids de

I’estimateur QR soient positifs. Afin de restreindre les
poids a un intervalle [L, U], nous considérons le

donnée par

probléme de programmation convexe
minZSG(W'k,' ' )1,), tel que Y wyx; =1,
et w, €[L,U].
G(w;q,r)
convexe et dérivable en w pour g et r fixés. Nous
gwqr)=Gluqr) hlu;q,r)=
g '(u;q,r). On suppose de plus que h(0; g, r)=r et
h'(0;q,r)=
les estimateurs de calage restreints QR.

(2.2.3)

La fonction est supposée strictement

notons et

q . Nous appelons les estimateurs obtenus

La métrique qui retiendra notre attention afin que les
poids satisfassent les RAFV est une modification du
cas 7 de Deville et Sidrndal (1992). Nous I’appelons la
métrique quadratique restreinte. La fonction G
correspondant au choix de cette métrique est

2 .
G(Wk»' qk,rk): {(wk - rk) /2q, stw, € [L,U]

sinon
La fonction h correspondant au choix de cette
métrique est alors donné par

oo

L ntqd< L
h(x/'(if% rk) =37+ @ d no+qude[LU]
U n + qui/l >U

ou le parametre A est obtenu de la résolution de
I’équation suivante

Zsh(x,rcﬂ; G r,()xk =t,.

L’estimateur final est ?yRQR = Zsh(xf(;fm;qk,rk))’k ou

(2.2.4)

A, est solution de (2.2.4), calculé selon la méthode

de Newton
A = A, (z (x lv,qk,rk)x xk)
(Z vak’rA)’( ~t_r)

avec A5 =0.



2.3 Méthodes de réduction de poids

Lee (1995) discute de diverses propositions reposant
sur la méthode de réduction de poids dans un tirage
aléatoire simple. Une fois les observations aberrantes
détectées, ces méthodes consistent a réduire les poids
des observations extrémes. Traduit dans le langage
des estimateurs de calage, commencgons par considérer
la situation ou nous ne disposons pas d’information
auxiliaire et ou la seule contrainte est Y . w, =N . Ce

Considérons
Pestimateur QR avec g, =r, . Les poids minimisant

cas sert a motiver notre démarche.

(2.2.2) ou la seule contrainte est X w;, =N sont
données par w, =C_(r)r,, ot C,(r)=N/%,r,, de
sorte que ’estimateur QR obtenu devient

tyor = Co(Zne vy - (2.3.1)
Intuitivement, on raisonne de la maniére suivante:
Une observation extréme représente peu d unités
comme elle dans la population et par conséquent son

poids devrait peut-étre étre réduit. Afin de satisfaire
les CE, cect suggere de trouver des poids w, les plus

pres possible des poids d’échantillonnage d, pour les

unités qui ne sont pas aberrantes mais aussi prés que
possible d’un facteur de réduction r pour les unités
aberrantes. Plus précisément, notons s=s,Us,, Ol

sy de cardinalité n;, représente les unités qui ne sont
de
cardinalité¢ n, = n—n; représente les unités aberrantes

pas déclarées aberrantes, alors que s, =s5-35

de 5. Le facteur de réduction r satisfera r<d,,

Vkes,.
(23.D)avec q, =r, =d I +r(1=1), ot I estla

Par exemple, considérons [’estimateur

variable indicatrice de I'appartenance a2 s;. Ains, les
constantes g, et r, sont réduites pour les unités de
s, afin de refléter que les unités de s, sont extrémes.
L’estimateur (2.3.1) devient

tA)_QR =C, (BXEX‘ d, y, + rzjz Yy )-—— C, (B)A_‘.B.
Dans le cas du tirage aléatoire simple, d, = N/n et
?yB est I’estimateur de Bershad (1960) discuté dans

Lee (1995). Ce demier discute de d'autres méthodes
de réduction de poids ainsi que du choix du r.

2.4 FEstimateurs de calage robustes en présence
d'information auxiliaire

Afin d’obtenir les constantes g, , nous devons orienter

notre choix d’estimateur robuste de régression vers un
estimateur pouvant s’écrire sous une forme pondérée
de la forme (2.2.1). L’estimateur robuste que nous
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allons utiliser est celui proposé¢ par Coakley et
Hettmansperger (1993), qui posséde entre autres un
haut . point de rupture. Cependant, comme il ne
posseéde pas une forme pondérée, nous effectuons a la
maniére de Simpson et Chang (1997) une
repondération de cet estimateur. Si nous le notons

~ o~ .
By , on pose alors g, =——1t;, 0u
C

W((,Vk - X} BCH )/Ohk \/Ek—)
()’k — X éCH )/O-hk \/E:

U =

o T .
et h, =min|1,——%— | La fonction y estla
x; /med(xy )
fonction de Huber
c six>c
W (0)=4 x sifx]<c .
—c six<-—c

Dans les applications, on a choisit ¢ =1345, T =14
et on esttime o comme dans Coakley et
Hettmansperger (1993).

Ayant déterminé les constantes g,, nous devons
Si r, =d,
I’estimateur est sous des conditions générales un
estimateur ADU  (asymptotic  design-unbiased).
Cependant ce choix donne un estimateur sensible aux
valeurs aberrantes. Lee (1991) suggere le choix
r, =6d, . Le choix de 6 permet de contrdler le biais

de TD’estimateur. La discussion de la section
précédente nous améne a suggérer des constantes r

dy
réduites

maintenant déterminer les r; . alors

proches des pour les bonnes unités et

graduellement pour les observations

- . * ~
suspectes. Nous suggérons le choix r, = d,u, ou

- '//(Kn,N (Yk "x/iéq )/Ohk\/a)
Kn,N (yk—xltcéq)/ohk\/a

U, =
ol Z}q s’obtient avec le choix de ¢, précédent et

>

2
Krl,N:(I—n/N) :
Ces choix des constantes g, et r, fournissent un

estimateur QR. Cependant, afin d’obtenir un
estimateur avec des poids restreints, nous considérons
ces constantes et résolvons le probleme d’optimisation
(2.2.3) avec la métrique quadratique restreinte.

3. BREVE ETUDE EMPIRIQUE

Nous avons entrepris une étude de simulation de
Monte Carlo. Dans quatre populations, B=2000



échantillons ont été tirés par tirage aléatoire simple
pour différentes tailles échantillonnales. L’ objectif
principal est de savoir si on peut obtenir des
estimateurs  possédant de bonnes  propriétés
empiriques (biais, erreur quadratique moyenne)
satisfaisant en plus les CE et les RAFV. La premigre
population de taille 51 provient de Mosteller et Tukey
(1977, p.560) et concerne la population américaine en
1960 et en 1970 pour les états. Nous la notons
POPUSA. La seconde provient de Singh et
Chaudhary (1986, p. 177) de taille 34 et concerne la
superficie de champs ensemencés en 1971 et en 1974
que nous nommons AREA. La troisieme population
est la population MU284 avec x=S82 et y=P85 tirée
du livre de Sidrndal et al. (1992). Finalement la
dernieére population est MU281 avec x=REV84 et
y=RMTSS5 tirée du livre de Sidrndal et al. (1992). Pour
les fins de I’étude, nous considérons le GREG ainsi
que le cas 7 de Deville et Sarndal (1992). Nous
notons ces estimateurs GREG/U et GREG/R. Nous
avons choisi ¢, =1 pour les populations POPUSA et

AREA, alors que nous avons optés pour ¢, = x, pour

les populations MU284 et MU281. Nous avons
€galement considéré 1’estimateur robuste introduit

dans la section (2.4) selon la métrique quadratique et
la métrique quadratique restreinte. Parmi les mesures
descriptives considérées, nous avons calculé le poids
minimum (MIN) ainsi que le poids maximum (MAX).
Nous avons également calculé dans quelle
pourcentage tous les poids respectaient les contraintes
choisies, que I'on retrouve dans la colonne RAFV.
Nous avons calculé les biais relatifs, la valeur
moyenne, la variance (en millions) et Perreur
quadratique moyenne (en millions) de Monte Carlo

avec les formules BRMC:I;‘(EMC—I_\,)XIOO,

i, vMC=B"'3E (f, -EMC),
ol

MSEMC =B'3B, (;l- —1, )- , respectivement.

EMC=B"'s8

i=1

Les résultats décrits dans les tableaux 1-4 montrent
que tous les estimateurs robustes, au prix d'un biais
plus élevé par rapport au GREG/U, sont tout de méme
plus efficaces en terme d'erreur quadratique moyenne.
De plus les estimateurs robustes avec poids contraints
se comportent de maniére semblable aux estimateurs
robustes QRROB/U, mais évitent le probléme de la
pondération négative.

Table 1: Echantillonnage dans POPUSA avec les constraintes sur les poids {0.20, 32] pour n=10 et [0.20, 16} lorsque n=15.

ESTIMATEURS VARMC MSEMC
n=10
GREG/U 34.90 34.92
GREG/R 35.29 35.30
QRROB/U 27.46 28.44
QRROB/R 28.40 29.22
n=15
GREG/U 21.90 21.95
GREG/R 2212 22.15
QRROB/U 15.15 16.66
QRROB/R 1532 16.78

BRMC MIN MAX RAFV
-0.07 -6.24 26.75 86.7
-0.04 0.20 32.00 100.0
-0.49 -15.68 40.10 83.1
-0.45 0.20 32.00 100.0
-0.10 -3.13 15.32 94.7
-0.09 0.20 16.00 100.0
-0.60 -4.48 16.06 90.5
-0.59 0.20 16.00 100.0

Table 2: Echantillonnage dans AREA avec les constraintes sur les poids [0.20, 14] pour n=10 et [0.20, 6] lorsque n=15.

ESTIMATEURS VARMC MSEMC
n=10
GREG/U 1.334 1.700
GREG/R 1.295 1.629
QRROB/U 1.050 1.445
QRROB/R 1.053 1.443
n=15
GREG/U 0.940 1.178
GREG/R 0.928 1.154
QRROB/U 0.566 0.973
QRROB/R 0.566 0.971

BRMC MIN MAX RAFV
8.92 -3.35 1494 86.6
8.53 0.20 14.00 100.0
9.27 -4.73 15.38 877
9.20 0.20 14.00 100.0
7.18 -1.40 7.03 93.0
7.01 0.20 6.00 100.0
9.41 -1.59 8.90 94.2
9.38 0.20 6.00 100.0

Table 3: Echantilionnage dans MU284 avec les constraintes sur les poids [0.20, 16] pour n=30 et [0.20, 7) lorsque n=60.

ESTIMATEURS VARMC MSEMC
n=30
GREG/U 2.833 2.925
GREG/R 2.813 2910
QRROB/U 0.693 1.564
QRROB/R 0.694 1.555
n=60
GREG/U 1.473 1.489
GREG/R 1.467 1.484
QRROB/U 0.313 0.965
QRROB/R 0.313 0.968

BRMC MIN MAX RAFV
-3.64 -6.83 23.30 89.8
-3.73 0.20 16.00 100.0
-11.19 -9.75 25.84 86.3
-11.13 0.20 16.00 100.0
-1.49 -1.19 10.03 90.1
-1.57 0.20 7.00 100.0
-9.68 -2.54 10.99 86.2
-9,70 0.20 7.00 100.0
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Table 4: Echami]lonnage dans MU281 avec les constraintes sur les poids [0.20, 25] pour n=30 et [0.20, 9] lorsque n=60.

ESTIMATEURS VARMC MSEMC
n=30
GREG/U 17.33 17.35
GREG/R 17.40 17.41
QRROB/U 12.52 12.97
QRROB/R 12.53 13.03
n=60
GREG/U 7.57 7.57
GREG/R 7.58 7.58
QRROB/U 5.49 6.18
QRROB/R 5.48 6.19
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